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• 经典力学
• 牛顿，17世纪
• 日常生活中的力学问题➔工业革命
• 行星运动
• 不能描述微观粒子（电子、原子、分子等）的运

动
• 经典力学的特征：

• 给定初始条件（位置、动量）可精确预测粒子的轨迹
• 平动、转动、和振动能量可以连续变化（可激发至任

意能量）
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

经典力学的成功和局限
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

能量量子化

• 黑体辐射
• 物体对外发射电磁辐射

• 温度升高，辐射向高频
方向移动（铁块烧红）

• 黑体：一种理想物体，
能够在任意温度下发射
和完全吸收任意波长的
辐射

• 黑体模拟装置：一定温
度下开有小孔的空腔
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• 黑体辐射的定量描述
• 能量密度：单位体积内，由波长在𝜆到𝜆 + d𝜆范围内

的电磁辐射携带的能量

• 态密度（density of states）：

• 态密度越大表明此波长范围内的电磁辐射能量越多

• 总辐射能量密度：

• 辐射能量密度为温度的函数：温度越高能量密度越大

• 总辐射能量：
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

黑体辐射
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• Rayleigh-Jeans 公式
• 电磁场由一系列振子构成，这些振子的频率可以为任

意值 （Lord Rayleigh）

• 频率为𝜈的电磁辐射意味着具有相同频率的振子被激
发

• 由能量均分原理，每个振子的平均能量为𝑘𝐵𝑇

• 态密度的Rayleigh-Jeans 公式：

• 长波长（低频率）下与实验符合很好

• 短波长（高频率）时严重违背实验观测（紫外灾难）
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

黑体辐射
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

黑体辐射
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• 紫外灾难（ultraviolet catastrophe）
• 短波辐射容易被激发
• 非零温度下，能量密度发散（趋于无

穷大）
• ➔大部分辐射能量处于短波（高频）

区域？？
• ➔温度低的物体也可以在可见甚至紫

外频段具有可观的辐射量➔发光？？
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

黑体辐射
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• Planck的假设：能量量子化
• 1900， Max Planck

• 电磁振子的能量不能任意取值，只能为某些离散值

• 与经典物理学（能量连续且均分）相悖

• 能量量子化：振子能量只能取某些离散值的现象

• 频率为𝜈的振子，其能量只能为ℎ𝜈的整数倍

• Planck 常数：ℎ = 6.626 × 10−34 Js

• Planck 分布：
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

黑体辐射
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

黑体辐射
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• Planck分布

• 长波时，
ℎ𝑐

𝜆𝑘𝐵𝑇
≪ 1, 将分母中的指数项展开，可得

Rayleigh-Jeans 辐射公式

• 短波时，分母中指数项增长速率远大于𝜆5

• 对所有波长（频率）积分，可得总辐射能量密度
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

黑体辐射
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

黑体辐射

练习：太阳中心温度约为13.6 MK，试比较此温度下蓝光和红光的能量输出。

例：298K时，比较某辐射体（如暖气片或白炽灯）在450 nm（蓝光）和700 
nm （红光）的能量输出。
解：可利用Planck分布来求算，

故有：
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• Planck分布的物理意义
• Planck分布能够解释已有实验结果，并能够预测实验

现象

• 黑体辐射中，辐射的电磁波由黑体表面原子的热运动
激发：
• 经典力学：所有振子共享黑体提供的能量（能量均分原理）
➔高频振子也可以被激发➔紫外灾难

• 普朗克量子假设：只有当黑体提供的能量超过ℎ𝜈时才能激发
电磁振子➔无足够能量激发高频振子➔高频振子不能被激
发
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

黑体辐射

量子化的效果：降低了高频振子被激发的可能性，从而降低了高频辐
射对能量密度的贡献➔解决紫外灾难
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• Dulong-Petit 定律
• 19世纪早期，基于少量实验

• 易用经典物理解释
• 原子在平衡位置附近振动

• 能量均分原理➔每个自由度贡献𝑘𝐵𝑇

• 三维空间➔三个自由度

• 然而，并不准确。。。（后来有了NB的制冷技术）
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

固体比热容
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• Dulong-Petit 定律的局限：
• 随制冷技术的发展，低温下测量热容成为可能

• 单原子固体的比热容在低温下低于3R

• 𝑇 → 0时，𝐶𝑉 → 0

• Einstein公式：
• 1905，每个原子以频率𝜈振动

• 采用Planck的假设，振子能量只能为ℎ𝜈的整数倍

• 抛弃能量均分原理，计算原子振动对比热容的贡献

• Einstein 温度：𝜃𝐸 = ℎ𝜈/𝑘𝐵
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

固体比热容
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• Einstein 公式
• 高温时，𝑇 ≫ 𝜃𝐸 ➔ Dulong-Petit 定律

• 低温时，𝑇 ≪ 𝜃𝐸 , 𝑒𝜃𝐸/𝑇 ≫ 1

• 指数函数更快趋于零，故𝑓𝐸 → 0 𝑎𝑠 𝑇 → 0
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

固体比热容

低温时，热运动只能提供少量能量，只有少量（低频）振动模式能够
被激发➔振动对热容贡献减小
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• Debye 公式
• Einstein公式能够描述比热容随温度降低而减小的趋势

• 低温时，与实验结果相比，误差较大

• 误差来自于Einstein的假设：所有原子以相同频率振动

• 实际体系中，原子振动频率有一定取值范围0~𝜈𝐷
• Debye将其引入比热容描述

• Debye温度：𝜃𝐷 = ℎ𝜈𝐷/𝑘𝐵
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

固体比热容



MTSD@UPC

2022/3/24 材料化学系：结构化学 17

第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

固体比热容
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

固体比热容

练习：已知金刚石的𝜈𝐷 = 4.6 ×
1013 Hz，计算其 Debye 温度；
25℃时，比热容的经典近似误差
多大？

例：铅的Debye温度为105K，相
当于 2.2 × 1012 Hz 。如右图所示，
当𝑇 > 𝜃𝐷时，𝑓𝐷~1，接近经典情
形。25℃时， Τ𝑇 𝜃𝐷 = 2.8，𝑓𝐷 =
0.99，此时比热容与经典情形下
非常接近。



MTSD@UPC

• 光谱（optical spectrum）: 光强度随频率（波长）的变化

• 光谱学（spectroscopy）为能量量子化提供了最强力、最
直接的证据

• 光谱学研究光与物质的相互作用

• 每个谱峰或谱线对应于原子或分子的能量变化，只能取
离散值 Δ𝐸 = ℎ𝜈
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

原子和分子光谱
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

原子和分子光谱
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

原子和分子光谱

练习：氖（Ne）灯发出的红光波长为736 nm，将其对应的跃迁能
量用以上单位表示出来。

例：焰色反应中，Na离子产生黄色火焰，这是因为Na发射光谱中
有一条处于590 nm （黄光）的谱线。这条谱线对应于Na离子的一
个电子跃迁，其能量变化为

光谱学中的能量可以采用几种不同的常见单位，如以上能量还可
以表示为 203 kJ mol-1, 或 2.10 eV。
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• 光电效应：用紫外光照射金属时，可能会有电子从金属
表面逸出，实验现象可分以下三种情况：
• 若辐射频率低于一个阈值，则无电子逸出，与辐射强度无关

• 逸出电子的动能随辐射频率增加而线性增加，与辐射强度无关

• 若辐射频率高于阈值，则金属接受照射同时逸出电子，与辐射
强度无关
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

光电效应：电磁辐射的粒子性

电子在与某个粒子碰撞过
程中被敲出；与电子碰撞
的粒子为光子，若其携带
的能量高于某阈值，则发
生光电效应。
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• 由能量守恒

• 逸出功（功函数， Φ ）：将电子从金属移至无穷远处（电势为零）
所需做的功；可类比于原子或分子的电离能。
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

光电效应：电磁辐射的粒子性
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

光电效应：电磁辐射的粒子性

练习：用波长为165 nm的紫外光照射某种金属，逸出光电子的速
度为1.24 Mm s-1。若改用波长为265 nm的紫外光照射同一金属，
计算光电子速度。

例：某金属照射波长为305 nm的光后产生光电子，其动能为1.77 
eV。计算能使该金属产生光电子所需辐射的最大波长。
解：先计算功函数（Φ = ℎ𝜈 − 𝐸𝑘）及其对应的最小频率

则对应的最大波长为

代入数据，可得
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

Davission-Germer实验：电子的波动性

• 1925，Davisson & Germer

• 电子束照射晶体反射后发生衍射

• Thomson，电子束通过金箔后产生衍
射图纹

• 其他粒子的衍射：α粒子、中子、有机
分子等

• 实物粒子具有波动性

• 应用：
• 电子显微镜

• 中子衍射

• ……
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

单分子波动性

Nature Nanotechnol. 2012, 7, 297.
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

单分子波动性

Nature Phys. 2019, 15, 1242.
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

波粒二象性

• 电磁辐射具有粒子性（具有粒子的某些动力学性质）

• 实物粒子具有波动性

• 微观尺度（原子、分子），关于粒子和波的经典概念产生混合

• 1924，Louis de Broglie，de Broglie 关系

• h 为Planck 常数，𝑝 = 𝑚𝑣为动量

• 动量大的粒子具有较短的波长，反之亦然

• 宏观物体：即便低速运动，也具有极大动量（相对于h而言），
故波动性不显著

波粒二象性（wave-particle duality）
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

光电效应：电磁辐射的粒子性

练习：计算以下粒子的波长：
(a) 300 K时，平动动能为𝑘𝐵𝑇的中子；
(b) 质量为57 g，以 80 km h-1 的速度运动的网球；

例：初始静止的电子经由40 kV的电势加速后，估算其波长。

解：加速后，电子的动能为 𝐸𝑘 =
1

2
𝑚𝑒𝑣

2 =
𝑝2

2𝑚𝑒
= 𝑒Δ𝜙，故有

电子动量：𝑝 = 2𝑚𝑒𝑒Δ𝜙
1/2；由de Broglie关系，其波长为：

代入数据，可得𝜆 = 6.1 × 10−12 m = 6.1 pm。
此波长显著短于化学键（~100 pm），故可利用电子衍射设计显
微镜表征分子结构或固体表面➔电子显微镜
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第二章 量子力学基础

第一节 量子力学起源及相关实验事实

小结

• 黑体的概念

• 振动的原子，其能量只能取离散值

• 原子和分子光谱提供了能量量子化的实验证据

• 光电效应实验揭示电磁辐射具有粒子性（光子）

• 电子衍射实验表明实物粒子具有波动性

• de Broglie关系

• 波粒二象性是普遍规律（符合实验事实）
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第二章 量子力学基础

第二节 微观体系的动力学

Schrödinger 方程

• 经典力学在微观领域的失败➔新的力学

• 量子理论是理解原子和分子内电子性质的基础

• 体系的所有动力学性质都可由波函数描述

• 波函数由求解Schrödinger方程得到

• 波函数替代了经典力学中轨迹的位置，粒子不再沿

一个确定的轨迹演化，而是表现得更像波，在空间

分布。
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第二章 量子力学基础

第二节 微观体系的动力学

Schrödinger 方程

• 1926， Erwin Schrödinger，提出求解体系波函数的方程

• 定态Schrödinger方程 （time-independent Schrödinger 
equation）：一个质量为m的粒子在一维体系中运动，其
能量E不随时间改变，对应的SEQ为

• 其中V(x)为粒子在x处的势能，第一项为动能

• ，读作h-bar

• 几类简单（且重要）的势能
• 𝑉 𝑥 = 𝑉 𝑜𝑟 0：一维自由粒子

• 𝑉 𝑥 ∝ 𝑥 − 𝑥0
2：一维简谐势

• 𝑉 𝑥 ∝ 𝑄1𝑄2/𝑥：一维静电势
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第二章 量子力学基础

第二节 微观体系的动力学

Schrödinger 方程（SEQ）

• 只是看上去有点怪

• 二阶微分方程（求解依赖于V(x)的具体形式）

• 暂时接受，作为量子力学的一个基本假设

• 相当于经典力学中的牛顿第二定律 （为啥 ?）

• SEQ具有更一般的形式，即含时SEQ

• 先看物理意义，后面章节讲具体解法
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第二章 量子力学基础

第二节 微观体系的动力学

Schrödinger 方程
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第二章 量子力学基础

第二节 微观体系的动力学

Schrödinger 方程

SEQ 的合理性

• 以一维自由粒子为例

• 求解得

• 波函数为一个平面波，其波长为 𝜆 = 2𝜋/𝑘

• 粒子动能：

• 故有，
de Broglie 关系
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第二章 量子力学基础

第二节 微观体系的动力学

波函数的Born诠释

• 波函数含有体系的所有动力学信息

• Max Born，类比于波动光学：某区域内电磁波振幅的平
方即其强度，对应于在该区域内找到光子的几率。

• Born诠释：
• 在空间某点𝑥，若粒子波函数的值为𝜓，则在空间元 𝑥~𝑥 + d𝑥

内找到该粒子的几率正比于 𝜓 2d𝑥

• 几率密度（probability density）： 𝜓 2

• 几率振幅（probability amplitude）: 𝜓

• 三维情形：
• 𝜓 𝑥 → 𝜓(𝐫)

• d𝑥 → d𝜏 = d𝑥d𝑦d𝑧

• 𝜓 2d𝑥 → 𝜓 𝐫 2d𝜏
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第二章 量子力学基础

第二节 微观体系的动力学

波函数

• 通常情况下，波函数是一个复函数，带有相位[exp (i𝜙 )]

• 量子化学中，相位差通常为 0 或 ± 𝜋，即最多相差一个
负号

• 物理可观测量只与 𝜓 2相关，因此化学中相位信息通常
没有直接的物理意义

• 正负波函数都对应于较高的粒
子存在几率

• 相位信息对物理可观测量具有
间接作用
• 相长或相消叠加
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第二章 量子力学基础

第二节 微观体系的动力学

波函数

例：已知H原子能量最低状态（即基态）波函数正比于𝑒−𝑟/𝑎0，其中
𝑎0为一常数，𝑟电子为距原子核的距离。计算位于如下位置的两个体
积为𝛿𝑉 = 1.0 pm3 的体积元内找到电子的几率之比：(a) 原子核处；
(b) 距核𝑎0处。

解：在体积元𝛿𝑉内找到电子的几率𝑃 ∝ 𝜓 2𝛿𝑉 = 𝜓2𝛿𝑉
（a）在原子核处，𝑟 = 0, 𝑃 ∝ 𝑒0 × (1.0 𝑝𝑚3)
（b）在𝑟 = 𝑎0处，𝑃 ∝ 𝑒−2 × (1.0 𝑝𝑚3）
故在两处找到电子的几率之比为1.0/0.14 = 7.1。即在原子核处有更
大几率找到电子。

练习：已知He+离子的基态波函数正比于𝑒−2𝑟/𝑎0，重复以上计算。
（pp 295）
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第二章 量子力学基础

第二节 微观体系的动力学

波函数归一化

• SEQ是一个微分方程：

• 若𝜓是方程的一个解，则𝑁𝜓也是方程的解

• 归一化常数：总能找到一个常数𝑁，使得Born诠释中的
正比关系成为相等关系 𝑃 ∝ 𝜓 2d𝑥 ⇒ 𝑃 = 𝑁𝜓 2d𝑥

• 在全空间找到电子的总几率为1，故有

• 平方可积性： 𝜓 2对一个有限定义域的积分收敛，具有
一个确定值

• 归一化系数：

通过计算波函数模方在全空间的积分，可将波函数归一化。
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第二章 量子力学基础

第二节 微观体系的动力学

归一化的波函数

• 此后章节中，除非特别指出，我们谈到的波函数均为归
一化后的波函数，即∫ 𝜓∗𝜓 d𝑥 = 1

• 三维情形：

• 球坐标系



MTSD@UPC

2022/3/24 材料化学系：结构化学 41

第二章 量子力学基础

第二节 微观体系的动力学

波函数归一化

例：已知H原子能量最低状态（即基态）波函数正比于𝑒−𝑟/𝑎0，将其
归一化。

解：可将波函数写作𝜓 = 𝑁𝑒−𝑟/𝑎0，其中N为归一化常数。若𝜓为归
一化波函数，则有

∫ 𝜓∗𝜓d𝜏 = 𝑁2න
0

∞

𝑟2𝑒
−
2𝑟
𝑎0d𝑟න

0

𝜋

𝑠𝑖𝑛𝜃d𝜃 න
0

2𝜋

d𝜙 = 𝜋𝑎0
3𝑁2

因此，𝑁 = Τ1 𝜋𝑎0
3 1/2

，归一化的波函数为：

𝜓 =
1

𝜋𝑎0
3

1/2

𝑒−𝑟/𝑎0

注意波函数的量纲为𝐿−3/2。可计算原子核处和距核𝑎0处，体积为1.0 
pm3 的体积元内，找到电子的几率分别为2.2 × 10−6和2.9 × 10−7。

练习：已知He+离子的基态波函数正比于𝑒−2𝑟/𝑎0，重复以上计算。
（pp 296）
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第二章 量子力学基础

第二节 微观体系的动力学

波函数的约束条件

• 物理约束（Born诠释）
• 平方可积性：在一个有限空间内必须为有限值

若非平方可积，则归一化常数为0 ➔其它各处波函数为零

Dirac Delta function

• 单值性
𝜓 2在同一点只能取同一值

• 数学约束（SEQ）
• 连续

• 一阶导连续
SEQ为二阶微分方程

波函数的二阶导数必须存在
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第二章 量子力学基础

第二节 微观体系的动力学

能量量子化

• 波函数的约束条件导致SEQ并非对任意E值都有
解

• 粒子能量只能为某些特定值

• 对波函数的约束条件导致能量量子化

• 量子化的能量可以通过求解SEQ，并选择符合约
束条件的波函数得到。
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第二章 量子力学基础

第二节 微观体系的动力学

几率密度

• 由Born诠释，可通过归一化的波函数计算几率密度。

• 以一维自由粒子为例，SEQ为

• 求解SEQ，其通解为

• A和B均为（复）常数

• 练习：验证以上波函数为一维自由粒子SEQ的通解。
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第二章 量子力学基础

第二节 微观体系的动力学

几率密度

• A=B时，特解为 𝜓 𝑥 = 𝐴 ei𝑘𝑥 + e−i𝑘𝑥 = 2𝐴cos𝑘𝑥

• 几率密度为 𝜓 𝑥 2 = 4 𝐴 2 cos2 𝑘𝑥

• 几率密度随位置不同，在0和4 𝐴 2之间

• 节点：几率密度为0，波函数穿过

• 在某个范围内找到粒子的几率：
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第二章 量子力学基础

第二节 微观体系的动力学

几率密度

例：长度为L的碳纳米管基态波函数为 Τ2 𝐿 1/2 sin( Τ𝜋𝑥 𝐿)，计算基
态下，在区间[L/4, L/2]内找到电子的几率。

解：可以验证该波函数已被归一化，故

即在基态时，区间[L/4, L/2]内找到电子的几率约为41%.

练习：以上体系的第一激发态波函数 Τ2 𝐿 1/2 sin 2 Τ𝜋𝑥 𝐿 ，对第一
激发态重复以上计算。（pp 298）
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第二章 量子力学基础

第二节 微观体系的动力学

小结

• 波函数：包含体系所有动力学信息的数学函数

• Schrödinger方程是一个二阶微分方程， 可用于求解波函
数

• Born诠释：粒子在某处的几率密度正比于此处波函数的
模方

• 归一化：波函数模方对全空间积分，值为1

• 波函数的约束条件：平方可积、单值、连续且一阶导连
续

• 波函数的约束条件限制了能量不能任意取值（量子化）

• 节点：几率密度为0的位置,节点两侧波函数符号不同
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

波函数怎么用？怎么算？

• 波函数“包含体系的所有动力学信息”
• 可由波函数计算体系的各种物理、化学性质

• 由波函数预测体系随时间的演化（含时SEQ）

• 怎样得到波函数？
• 求解SEQ

• 怎样从波函数提取体系动力学信息？
• 由波函数计算物理可观测量（observables）

• 物理可观测量对应Hermitian算符，可通过求解其本征值
定量计算可观测量的期望值。
• 如位置为一可观测量，可由Born诠释求算几率密度

• 需要一套系统性的方法



MTSD@UPC

• SEQ的算符形式

• Hamiltonian 算符（哈密顿算符）： 𝐻 （读作h-hat）

• 算符：一个符号，表示对其后的函数施加一个数学操作

• 此处的数学操作：
• 取函数的二阶微分，然后乘以−ℏ2/2𝑚

• 将函数乘以𝑉(𝑥)

• 将以上两项相加

• Hamiltonian对应于体系的总能量（动能+势能）
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

算符

动能 势能
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

本征值方程（eigenvalue equations）

• SEQ的算符形式

• 本征值方程

𝑜𝑝𝑒𝑟𝑎𝑡𝑜𝑟 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟 × (𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛)

• 对于一个算符Ω，和一个常系数𝜔,本征值方程具有如下
形式：

本征函数
eigenfunction

本征值
eigenvalue

(Operator) (eigenfunction) = (eigenvalue) (eigenfunction)

SEQ为Hamiltonian的本征值方程
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

本征值方程（eigenvalue equations）

例：证明函数𝑒𝑎𝑥是算符d/d𝑥的本征函数，而函数𝑒𝑎𝑥
2
不是。

证：对算符Ω = d/d𝑥和函数𝜓 = 𝑒𝑎𝑥，我们有

故𝑒𝑎𝑥是Ω的本征函数；对函数𝜓 = 𝑒𝑎𝑥
2
,

不是一个常数乘以函数本身，故后者不是本征值方程。

练习：函数cos 𝑎𝑥是否下列算符的本征函数？(a) d/d𝑥; (b) d2/d𝑥2

（pp 300）
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

构造算符

• SEQ

• 其它可观测量（可测量，如偶极矩、动量等）也具有类
似形式

可观测量的算符 𝜓 = 对应的测量值 𝜓

• 对可观测量Ω，已知其算符为Ω，若波函数𝜓为其本征函
数，则测量Ω得到的值𝜔满足本征方程：

能量算符 能量
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

构造算符

• 量子力学中，每一个可观测量Ω对应于一个算符Ω

• Ω可由位置算符 ො𝑥和动量算符 Ƹ𝑝构造出来：

例：已知波函数𝜓 𝑥 = 𝐴ei𝑘𝑥 + 𝐵e−i𝑘𝑥，计算下列情形下的动量：
(a) B = 0; (b) A = 0。

解：（a）B = 0，

即动量为+ℏ𝑘。(b) 与(a)类似，动量为−ℏ𝑘。

练习：在xy面内转动的粒子，其角动量算符为መ𝑙 = −iℏd/d𝜙，其中
𝜙为角度。波函数𝑒−2𝑖𝜙是否角动量本征函数？若是，求其角动量。
（pp 301）
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

构造算符

• 利用经典力学中力学量之间的关系构造算符

• 如某简谐势𝑉 𝑥 =
1

2
𝑘𝑓𝑥

2，其算符为

• 动能项则可利用经典力学中动能与动量的关系𝐸𝑘 =
𝑝𝑥
2

2𝑚

• 故能量算符Hamiltonian为：
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

波函数的曲率和动能

• 二阶微分↔ 曲率
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

波函数的曲率和动能



MTSD@UPC

2022/3/24 材料化学系：结构化学 57

第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

Hermitian 算符（厄米算符，Hermite）

• 量子力学中所有力学量对应的算符都是Hermitian （厄米
的），称为Hermitian算符

• 满足如下条件的算符为Hermitian算符

• 即Hermitian算符保证下面两项相等：
• 算符先作用于𝜓𝑗，然后左乘𝜓𝑖

∗后积分

• 算符先作用于𝜓𝑖，然后左乘𝜓𝑗
∗后积分取复共轭
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

Hermitian 算符（厄米算符，Hermite）

• 容易验证位置算符 ො𝑥是一个Hermitian算符

例：证明动量算符是Hermitian算符。

证：需要证明

使用分部积分法，上式左侧有：
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

Hermitian 算符的性质

• Hermitian算符的本征值是实数

• Hermitian算符的不同本征值对应的本征函数互相正交

证明：Hermitian算符的本征值是实数。
若归一化的波函数𝜓是Hermitian算符Ω的本征函数，其对应的本征值
为𝜔，则有：

又因为Ω为Hermitian，

故有𝜔 = 𝜔∗，即Hermitian算符的本征值为实数。
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定义：若两个函数𝜓𝑖和𝜓𝑗的乘积在全空间的积分为零，
则两个函数正交。
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

Hermitian 算符的性质：正交性

• Hermitian算符的不同本征值对应的本征函数互相正交

例：Hamiltonian是可观测量“能量”对应的Hermitian算符。
若𝜓1和𝜓2为分别对应不同能量的波函数，则这两个函数
正交。
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

Hermitian 算符的性质：正交性

证明：Hermitian算符不同本征值对应的本征函数互相正交。
若归一化的波函数𝜓𝑖和𝜓𝑗都是Hermitian算符Ω的本征函数，它们对

应的本征值分别为𝜔𝑖和𝜔𝑗，且有𝜔𝑖 ≠ 𝜔𝑗，即：

将上面左式左乘𝜓𝑗
∗并对全空间积分，

又有Ω为Hermitian算符，则：

两式相减，因为𝜔𝑖 ≠ 𝜔𝑗，故有

即波函数𝜓𝑖和𝜓𝑗 正交。
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

Hermitian 算符的性质：正交性

例：已知函数sin 𝑥和 sin 2𝑥都是某一维体系动能算符的本征函数，
证明这两个函数正交。

证明：两个函数关于动能算符的本征方程为：

可见两个函数具有不同的动能本征值。将其乘积对全空间积分，

即两函数正交。

练习：上面体系中的电子可以激发至具有更高能量的状态，其波函
数为sin 3𝑥，求其动能，并证明该激发态波函数与上例中两个波函
数正交。（pp 304）
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

态叠加（superposition）和期望值（expectation value）

• 若波函数𝜓 𝑥 = 2𝐴 cos 𝑘𝑥可用于描述一维自由粒子运
动状态（验证其满足SEQ），求粒子动量。

• 波函数并非动量算符本征函数。。。无法求解？

• 根据Euler 方程，可将波函数写为如下形式

• 即可将波函数展开为𝑒𝑖𝑘𝑥和𝑒−𝑖𝑘𝑥的线性组合，而后两者
均为动量算符的本征函数，本征值分别为ℏ𝑘和 − ℏ𝑘

• 我们称𝜓(𝑥)为𝑒𝑖𝑘𝑥和𝑒−𝑖𝑘𝑥所描述的本征态构成的叠加态
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

态叠加（superposition）和期望值（expectation value）

• 叠加态的物理意义
• 对𝜓(𝑥)描述的状态测量动量，可能得到结果ℏ𝑘和 − ℏ𝑘

• 在测量之前无法预测得到哪个结果

• 测量之后体系状态塌缩到测量结果对应的本征态

• 若制备若干可由𝜓(𝑥)描述的体系，并分别测量其内粒子动量，
得到两个结果的几率相等。

推广：体系波函数为

其中𝜓1, 𝜓2, ⋯为体系的动量本征态。若集合
𝜓𝑘 , 𝑘 = 1, 2,⋯ 包含体系所有可能的动量本征态，则

称其为一个完备集。此时，体系任意状态的波函数都
可以写为这一系列动量本征函数的线性组合。
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

态叠加（superposition）和期望值（expectation value）

• 对于状态

• 测量动量，结果为组成叠加态的某个本征态对应的本征值

• 测量后，体系塌缩至相应本征态

• 测量得到结果𝑝𝑘的几率为 𝑐𝑘
2

• 若对大量用𝜓描述的体系进行测量，我们期望得到的平均结果

（期望值），记为〈Ω〉，为各个动量本征值的加权平均

𝝍必须为归一化的波函数！
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

态叠加（superposition）和期望值（expectation value）

验证期望值计算公式

a) 若波函数𝜓为Ω的本征函数，其本征值为𝜔，则有

由于波函数只含有本征值为𝜔的组份，每次测量只可能得
到𝜔，与计算结果一致；

b) 若波函数𝜓为两个本征函数的线性组合，则有

练习：若波函数𝜓为N个本征函数的线性组合，计算Ω期望值。
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

态叠加（superposition）和期望值（expectation value）

例：已知氢原子电子基态波函数为𝜓 = Τ1 𝜋𝑎0
3 1/2

𝑒−𝑟/𝑎0，其中
𝑎0 = 52.9 pm为Bohr半径。求处于该状态的电子距核的平均距离。

解：电子距核平均距离即该状态的半径期望值〈𝑟〉。
位置算符为 Ƹ𝑟 = 𝑟 ×，则有：

即测量电子距核距离，得到的平均值为79.4 pm。但需注意，（每次）
每个体系测量得到的结果并不相同。（该基态波函数并非位置算符
的本征函数）

练习：计算以上状态下均方根距离（ 𝑟2 1/2 ）的期望值。（pp 305）
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

不确定原理（the uncertainty principle）

• 波函数𝜓(𝑥) = 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑥描述的状态具有确定的动量
𝑝𝑥 = +ℏ𝑘

• 该波函数不是位置算符的本征函数

• 粒子位置无法确定

• 若粒子动量为一确定值，则不可能精确确定其位置。

• 反之亦然：若粒子位置为一确定值，则不可能精确确定
其动量

Heisenberg 不确定原理：
不可能（在任意精度）同时确定同一粒子的位置和动量
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

不确定原理（the uncertainty principle）

• 若粒子的位置可精确确定

• 波函数在位置空间（位置为自变
量）为一尖锐凸起

• 将其展开为一系列动量本征函数
的线性组合

• 展开使用的动量本征函数（简谐
函数）越多，越接近空间空间定
域函数

• 无穷多个对应不同动量的本征函
数线性组合为所需的波函数（具
有确定的位置）

• 测量动量，结果可能是其中任何
一个，且无法预测
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

不确定原理（the uncertainty principle）

• Heisenberg不确定关系的定量描述

• 不确定度：均方根偏差(root mean square deviations)

• 注意：Δ𝑝和Δ𝑞必须为同一方向（维度）
• Δ𝑝𝑥 和 Δ𝑥 不能同时确定

• 同时测量 Δ𝑝𝑥 和 Δ𝑦 精度不受 Heisenberg 不确定关系影响

动量
不确定度

位置
不确定度
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

不确定关系

例：一个质量为1 g的质点，测量其速度可精确至1 μm s−1。求其位
置不确定度。

练习：(1) 将上式中的质点换为电子，求位置不确定度； (2)若一个
电子在长度为 2𝑎0 的一维空间内运动，求其动量不确定度。（pp 
307）

解：动量不确定度可由速度不确定度计算 Δ𝑝 = 𝑚Δ𝑣，故其位置不
确定度可由不确定关系得到：

即对宏观物体，不确定关系对其影响微乎其微。
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

互补量及对易关系

• Heisenberg不确定关系不仅适用于位置和动量这一对物理量，还
适用于其他互补可观测量（complementary observables）。

• 满足如下关系的算符，其对应的可观测量为互补量：

• 若两个算符相继作用在一个任意函数上，结果不依赖作用顺序，
则两个算符对易（commutate）；反之不对易。

• 对易式（或称对易子，commutator）

• 如位置算符和动量算符的对易式为：
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

互补量及对易关系

例：验证位置算符和动量算符的对易式。

证明：考虑一任意波函数𝜓，我们有：

故有：

因上式对任意波函数都成立，故有 ，得证。
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

互补量及对易关系

• 对易关系是量子力学区别于经典力学的核心概念

• 对易关系是量子力学的一个基本假设（公理）

• Heisenberg不确定关系的普遍形式：

对任意一对可观测量 Ω1和Ω2，在同时测量时，它们的不确定度与对应的

算符之间的对易式之间存在如下关系：

• 其它互补量

• 能量与时间

• 角动量不同分量
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

量子力学基本假设

• 波函数包含体系的所有动力学信息；波函数可通过求

解Schrödinger方程得到

• Born诠释：概率密度

• 波函数的约束条件

• 可观测量（力学量）与算符

• Heisenberg不确定关系
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第二章 量子力学基础

第三节 量子力学基本原理

小结

• Schrödinger方程是一个本征值方程

• 算符对某个数学函数施加一个数学操作

• Hamiltonian算符对应能量

• 对应于某个能量（能级）的波函数是Hamiltonian的本征函数

• 某个力学量的值是其算符的本征值

• 若两个函数的乘积对全空间积分为零，则两函数正交

• Hermitian算符本征值为实数，本征函数互相正交

• 可观测量（力学量）的算符是Hermitian算符

• 归一化的一组正交函数成为正交归一

• 体系的波函数可以写为某力学量的本征函数的线性组合

• 多次测量某力学量得到的结果为其期望值

• 不确定关系：不能同时精确测量一对互补量
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我还有好些事要告诉你们，
但你们现在担当不了。

--（作为历史文献的）《约翰福音》 16:12
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第三节 量子力学基本原理
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